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 OACBが平行四辺形 (長方形 )であるとき， では，AB = OB OAが成り立つ。
OC = OA+OBの関係が成り立つ。 AB = OB OA

OC = OA+AC で，AC = OB   AB = AO+OB
であるので，OC = OA+OB = OA+OB = OB OA

OACBが平行四辺形なら， AB = OB OA
OC = OA+OB Oはどの位置にあってもよい！

 左図のように互いに直行する x軸，y軸，z軸が設定された
空間を座標空間といい，座標は (x座標 ,  y座標 ,  z座標 ) の
ように表される。また，空間ベクトルは次のように定量化さ
れている。

r = (x成分,y成分,z成分)

例えば原点を O，点 Rを rx, ry , rz ，OR = r としたとき，
その成分と大きさは次のように表すことができる。

r = rx, ry , rz ，|r| = r2
x +r2

y +r2
z

成分計算も平面ベクトルと同様に行うことができる。

a = ( 1, 2 , 3 )，b = ( 5, 7, 6 )  のとき，

2a+b = 2( 1, 2 , 3 )+( 5, 7 , 6 )
= ( 2 , 4 , 6 )+( 5, 7 , 6 ) = ( 7 , 3 , 0 )

 ある基準点 Oから任意の点 Rを定めるとき，Oを始点として Rを終
点とするベクトルを点Oに関するRの位置ベクトルという。座標平面，
座標空間においては，一般に原点を基準にすることがほとんどである。
また， Rの位置ベクトルは慣用的に r と表される。
また，ある点がAからBまで移動したとき，ABを変位ベクトルという。
AB = r とし，Oに関する A，Bの位置ベクトルをそれぞれ a,b とし
たとき， r = b a と表すことができる。つまり次のことがいえる。

(変位ベクトル) = (後の位置ベクトル)－ (前の位置ベクトル)

同じ点なら
何でもよい！

( 後 ) － ( 前 ) 
と覚えよう！

OA = r2
x +r2

y であるので，

OR = OA2 +AR2

= r2
x +r2

y +r2
z

O

A C

B O

A C

B

O

A
B

A
B

O r = b a

r

a
b

R

O x

y

r

x

rx

rz
ry

y

r

z

R

A

O

1図のように直角三角形 PQRがある。次の問いに答えなさい。
(1) 次の空欄に当てはまるベクトルを，符号や数値を用いず P,Q,Rだけを用いて表しなさい。

PQ = ア   －  イ QR =  ウ   －  エ

QP QR = オ PR+QP = カ

ア．( )  イ．( )  ウ．( ) 

エ．( )  オ．( )  カ．( )

(2) 次のベクトルの大きさを求めなさい。

① |PQ PR| = (            )    ② |RP+RQ| = (           )    ③ |PQ+QR+RP| = (            )

2 原点が Oである xyz座標空間の点 P (0 ,0 , 3), Q (0 ,6 , 0), R ( 1 ,0, 2) について，次の
文中の (     ) 内を記号で選択しなさい。

・OPは① ( ア . xy    イ . yz    ウ . xz  ) 平面と垂直である。(          )

・OQは② ( ア . xy    イ . yz    ウ . xz  ) 平面と垂直である。(          )

・ORは③ ( ア . xy    イ . yz    ウ . xz  ) 平面上にある。(          )

・OP，OQのうち，ORと垂直なのは，

④ ( ア .OPのみ , イ .OQのみ , ウ .両方  ) である。(          )

3 xyz座標空間の点 A ( 9 , 4 , 8)，B ( 4 , 1 , 3)について次の空欄を埋めなさい。ただし，
根号は用いたままでよいものとする。

・AB = (  ア    ,  イ   ,  ウ   ) であるので，|AB| =  エ   である。
・ある点がAから Bまで移動したとき，AB は オ   ベクトルとみなすことができる。
・座標空間の原点 Oについての A,Bの位置ベクトルをそれぞれ a,b とするとき，

|a 2b| =  カ   である。

ア . (           )  イ . (           )  ウ . (           )  エ . (           )  オ . (           )  カ . (           )

Q

P

R

6

8



成す角が  （0° 180°）であるベクトル a と b において，
a b を a と b の内積といい，スカラー量として次の式で定義
されている。

a b = |a| |b| cos    ※「・」は「ドット」と読む

a と b の成す角が 90°であるとき，a b = |a| |b|cos90°= 0 となる。
よって，2つのベクトルの内積が 0ならば，2つのベクトルは互いに垂直である。

a = ax,ay , b = bx,by  のとき，次の性質がある。
a b = axbx +ayby

a = ax,ay,az , b = bx,by,bz  のときは，
a b = axbx +ayby +azbz

 力がする仕事 Frcos  は内積を用いて F r  と表
すことができる。

4  内積 a b は |a| |b|cos  と定義されているものとして，次の空欄を選択または埋めなさい。

原点をOとする xy平面上に A ( ax, ay ) , B ( bx, by ) をとり，

OA = a , OB = b , AOB =  とするとき，

|a|2 = a2
x +a2

y …① ,    |b|
2
= b2

x +b2
y …②

BA = a b = (ax,ay) (bx,by) = (ax bx,ay by) であるので，

|BA|
2
= |a b|

2
= (ax bx)

2 +(ay by)
2 …③

また，余弦定理より，|a b|
2
= |a|2 +|b|

2
2 |a| |b|cos  であり，

内積の定義 a b = |a| |b|cos  により，|a b|
2
= |a|2 +|b|

2
2a b

であるので，a b = |a|2 +|b|2 |a b|2

2  …④
① , ② , ③ , ④より a b を ax,ay,bx,by を用いて表すと，

a b = ア    同様に O, A, Bを xyz座標空間の点として，O ( 0, 0, 0 ) , A (ax,ay,az) ,
B (bx,by,bz)，OA = a , OB = b , AOB =  とすると，

|a|2 = イ   ,　|b|
2
= ウ   ,  |a b|

2
= ( エ  )2+( オ  )2+( カ  )2

であるので，a b = |a|2 +|b|
2

|a b|
2

2 = キ

なお，a b であるとき，a b = ク で，④より， |a|2 +|b|
2
= ケ  となり，これは 

コ  の定理を表している。 
ア . ( ) イ . ( ) ウ . (  ) エ . ( )

オ . ( ) カ . ( ) キ . (  )  ク . ( )

ケ . ( ) コ . ( )

x

y a = ax,ay

b = bx,by

●内積のその他の性質
a a = |a|2

(ka) b = a (kb) = k(a b)

交換法則：a b = b a

分配法則：a (b+c) = a b+a c

x

y A ( ax, ay )

B ( bx, by )
b

a

O

a b

A (ax,ay,az)

O
B (bx,by,bz)

a ba

b

成す角が  （ 0° 180°）である空間ベクト
ル a , b において，a×b を a と b の外積といい，
ベクトル量として次のように定義されている。

a×b

・「×」は「クロス」と読む
・ a×b は a と b を含む平面に垂直である
・ 遠回りをして a を 回してはいけない

 後で学習する力のモーメントは r×F と外積で定義されている。その他，ローレンツ力は
qv×B，電磁力は LI ×B と表すことができ，外積は公式を覚えるために重要である。

5  外積 a×b の大きさは |a||b|sin  と定義されているものとして，次の空欄を選択または埋
めなさい。

a = (ax,ay,az) , b = (bx,by,bz) ,  a と b の成す角を （ 0° 180°） をとする。
三角比の性質 cos2 +sin2 = 1 及び，0° 180° のとき sin 0

であることに注意すると，sin = 1 cos2 　従って，

|a×b| = |a| |b|sin = |a| |b| 1 cos2 = |a|2 |b|
2

|a|2 |b|
2
cos2

= |a| |b|
2

|a| |b|cos
2
= |a| |b|

2
a b

2

= a2
x +a2

y +a2
z b2

x +b2
y +b2

z axbx +ayby +azbz

2

= aybz azby

2 +(azbx axbz)2 + axby aybx

2…( Ⅰ )

ここで，a×b = aybz azby, azbx axbz, axby aybx …( Ⅱ ) と定義すると，
これは ( Ⅰ ) を満たし，外積の大きさの定義に矛盾しない。

また，(a×b) a = ( ①  )  (a×b) b = ( ② ) であるので， a, b の始点が一致するとき，
a×b は a と b を含む平面と③ ( 平行・垂直 ) である。

次に，図のように a = ( a, 0, 0 ), b = ( bcos , bsin , 0 )
( a > 0, b > 0,0° θ 180°)とすると， a と b の成す角は
で，ともに xy平面上にある。

このとき（Ⅱ）の定義によって a×b を計算すると，

a×b = (  ④   ,  ⑤   ,  ⑥   )

よって，a×b は原点を始点として z 軸の⑦ ( 正・負 ) の向きで，これは a を b の向きと

一致するように回して⑧ ( 右・左 ) ねじが進む向きである。このことから b×a は b を a

の向きと一致するように回して ( ⑧ ) ねじが進む向きであるので，a×b と b×a は平行で，
⑨（ア . 共に同じ向き，イ . 互いに逆向き）である。

① (       ) ② (       ) ③ (       ) ④ (       ) ⑤ (       ) ⑥ (       ) ⑦ (       ) ⑧ (       ) ⑨ (       )

上図より，b×a = a×b

つまり交換法則が成り立たない

a を b の向きと一致するよう
に回して右ネジが進む向き

平行四辺形の面積が
外積の大きさに対応

b を a  の向きと一致するよう
に回して右ネジが進む向き

a×b

b×a

|a||b|sin
a

b

大きさ：|a||b|sin
向き： a を b の向きと一致する
ように回して右ネジが進む向き

x

y

a

b

a = ( a, 0, 0 )

b = ( bcos , bsin , 0 )

※ z軸は紙面裏から表向き



円 Oに内接する正六角形 ABCDEFにおいて，AB = a，AF = b

とするとき，BD を a , b を用いて表しなさい。

FO = OC = ED = a BO = OE = CD = b  であることに

注意すると，BD = BE + ED = 2b + a = a + 2b

BD = BO + OC + CD = b + a + b = a + 2b

6  円 O に内接する正六角形 ABCDEF において，AB = a，
AF = b とするとき，次のベクトルを a , b を用いて表しなさい。

(1) BC = (                          ) (2) CE = ( )

(3) CF = ( ) (4) AE = ( )

次の 2つのベクトル a, b の成す角 （ 0° 180°）は何度か。

 (1) a = ( 1, 2 ) , b = ( 1, 3 ) (2) a = ( 3, 2 ) , b = ( 2, 3 )
 a b = 1 × ( 1) + 2 × 3 = 5

|a| = 12 + 22 = 5

|b| = ( 1)2 + 32 = 10

a b = |a| |b| cos  より，

cos = a b

|a| |b|
= 5

5 × 10
= 1

2

よって， = 45° …( 答 )

7 次の 2つのベクトル a, b の成す角 （ 0° 180°）は何度か。

(1) a = ( 2, 1 ) , b = ( 2, 4 ) (           )° (2) a = ( 1, 3 )，b = ( 1, 2 ) (           )°

(3) a = ( 2, 4 )，b = ( 1, 2 ) ( )° (4) a = (1, 0 , 1) , b = ( 1, 1, 0 ) (           )°

a b = 3×2+( 2)×3 = 0

a b = |a| |b|cos  より，

cos = a b

|a| |b|
= 0

|a| |b|
= 0

よって， = 90°…( 答 )

A

B

C

D

F

E
O

a b

A

B

C

D

F

E
O

a b

章 末 問 題

8  v1, v2 の成す角が 60° で |v1| = |v2| = 10 であるとき，次の問いに答えなさい。ただし，根号
は用いたままでよいものとする。

(1) v3 = v2 v1 とするとき，v3 を図 1に書き入れ，v3 の大きさを求めなさい。 (          )
(2) v4 = v1 +v2 とするとき，v4 を図 2に書き入れ，v4 の大きさを求めなさい。 (          )
図 1 図 2

9  の辺 AB，辺 BC，辺 CAの中点をそれぞれ P，
Q，Rとする。次の問いに答えなさい。

(1) APと等しいベクトルをすべて答えなさい。

(  )

(2) ARと等しいベクトルをすべて答えなさい。

(  )

(3) AP = a， AR = b とするとき，次のベクトルを a , b を用いて表しなさい。

① QA = ( ) ② BC = ( )

③ BR = ( ) ④ AP+BQ+CR = ( )

10 次の文中の (     ) を選択または埋めなさい。ただし，根号は用いたままでよいものとする。

a = (0 ,0 , 1) , b = (2 ,0 , 0) のとき，|a b| =① ( ), a b = ② (         ), |a×b| =
③ ( ) で，a×b の向きは xyz座標空間の原点を始点としたとき，④ ( x, y, z ) 軸の⑤ (
正・負 ) の向きと一致する。

① (           ) ② (           ) ③ (           ) ④ (           ) ⑤ (           )

11  ある小球が一定の力 Fを受けたところ，xyz座標空間を Aから Bまで直進した。 AB = r  
とするとき，力 F がした仕事はどのように表すことができるか。次から記号で選択しなさい。
ただし， Fと r  は平行でないものとする。

ア . |F|| r| イ . F r ウ . |F× r| エ . F r

|F|| r|
   (          )

v1

v2

60° 
v1

v2

60° 

A

B C

P R

Q

a b



   

 角の大きさを単位〔rad〕( ラジアン ) で表す方法を弧度法という。
右図のように弧の長さが半径と等しい扇形の中心角が 1 radとして定
義されている。

1 rad = 360°× r
2 r

= 180°

となるので，両辺を 倍してとなることを暗記しておこう。   rad = 180°

中心角が 〔rad〕，半径が r〔m〕の扇形の弧の長さ l〔m〕を求めなさい。

中心角が 1 radのときは l = r，2 radのときは
l = 2r，3 radのときは l = 3r…となるので，
中心角が 〔rad〕のときは l = × r = r …( 答 )
この結果は必ず暗記すること

 円周上を一定の速さで回り続ける運動を等速円運動という。円運動
では角速度 が用いられ，これは 1秒当たりに進む角の大きさを表す。
右図はある物体が角速度 (オメガ ) 〔rad/s〕で半径 r 〔m〕の円
周上を等速円運動している様子を表している。これは図の
が 1秒間に 〔rad〕だけ増加するような円運動を意味する。
 物体はAから t秒かけて Pまで移動し，そのとき AOP = 〔rad〕
になったとする。ここで， AOPは1秒で 〔rad〕，2秒で 2 〔rad〕，
3秒で 3 〔rad〕…となるので，t秒で t〔rad〕になる。これによ
って， = tという関係が成り立つ。
 また，物体の速さを v 〔m/s〕とすると，速さは 1秒間に進む距離であるので，図の弧 ABの
長さが vに相当する。 の結果より，弧 AB = r と求められるので，v = r という関
係が成り立つ。
 また，等速円運動において，物体が一周するのにかかる時間を周期という。周期を T 〔s〕と
すると，(1周するのにかかる時間 ) ＝ (1周の距離 ) ÷ ( 速さ ) であるので，

T = 2 r
v

= 2 r
r

= 2

となる。また，1秒当たりに回転する回数を回転数といい，これを nとすると，T 秒で 1回転し，

1秒で n 回転するので，T：1 = 1：n   これを n について解くと，n = 1
T
となる。

r

r
r

1 rad
r

r

l

r

rO A

P
t秒後

中心角： = t 速さ：v = r

周期：T = 2 回転数：n = 1
T

r：半径〔m〕 T：周期〔s〕
v：速さ〔m/s〕 n：回転数〔1/s〕
：角速度〔rad/s〕  〔Hz〕=〔1/s〕

1秒後

r
O A

r v
B

r

r r

1 rad

108次の度数法の角度に対応する弧度法の角度を書き入れなさい。

109中心角が 〔rad〕で半径が r 〔m〕の扇形の弧の長さを l〔m〕，面積を S 〔m2〕とするとき，
次の問いに答えなさい。

(1) 次の空欄に適切な文字式を入れなさい。

半径が rの円の円周の長さは 2 rなので，

l = 2 r× =② (                               ) と求めることができる。

(2) Sを rと  だけで表しなさい。 (3) Sを lと rだけで表しなさい。

S = (                     ) S = (                     )

110半径が 2，弧の長さが 4
3 の扇形の中心角の大きさを弧度法で求めなさい。

 (                               )

111 半径が r〔m〕の円周上を角速度 〔rad/s〕で等速円運動をしている物体がある。この運
動について次の問いに答えなさい。

 (1) この物体の速さ v〔m/s〕を求めなさい。  (2) この運動の周期 T〔s〕を求めなさい。

(                     ) (                     )

 (3) この物体が t 秒間に移動する距離 l 〔m〕を (4) 回転数を n 〔1/s〕とするとき， を n

求めなさい。 の式で表しなさい。
(                     ) (                     )

112 ある物体が半径 0.50 mの円周上を等速で 4.0秒間に 8.0回転している。この物体の回転数 
n〔Hz〕，周期 T 〔s〕，角速度 〔rad/s〕，速さ v 〔m/s〕をそれぞれ求めなさい。（ = 3.14
として，有効数字 2桁で答えること）

n =(              ) Hz    T = (              ) s    = (               ) rad/s    v =  (               ) m/s

度  30°  45°  60°  90°  180°  360°

rad

① (                       )



 xy平面において，原点 Oを中心とする半径 rの円
を表す方程式は次の式で表される。

x2 +y2 = r2      導出は数学の教科書を参照

 図のように，この円周上の点を P，点 ( r , 0 )
を A， POA = と す る と， 点 P の 座 標 は
(rcos ,rsin )と表すことができる。

 微分計算には次のような法則がある。

{f(x)g(x)} = f (x)g(x)+f(x)g (x)       証明は数学の教科書を参照

  y = x3 (x2 3)           
積の微分法を利用

 y = (x3) (x2 3)+x3(x2 3)
g(x) とみなす = 3x2(x2 3)+x3 (2x)

f (x) とみなす = 3x4 9x2 +2x4 = 5x4 9x2

 微分計算には次のような法則がある。
dy
dx

= dy
du

du
dx
     証明は数学の教科書を参照

  y = (x3 5)2  合成関数の微分法を利用   y = dy
dx

= dy
du

du
dx

= 2u×3x2       
u = x3 5

u = x3 5 とおくと y = u2

dy
du

= 2u,
du
dx

= 3x2 

 展開してから微分しても同じ結果になることを確かめてみよう！
 計算に慣れてきたら uを用いず求められるようにしよう！

三角関数の導関数は次のようになる。

(sinx) = cosx    (cosx) = sinx      証明は数学の教科書を参照

さらに，合成関数の微分法を利用すると，次の式が成り立つ。

{sin(ax+b)} = acos(ax+b)    {cos(ax+b)} = asin(ax+b)

 u = ax+b とおくと， du
dx

= a  よってどちらも aが付加される

次の関数の導関数を求めなさい。
(1) y = 2 sin x (2) y = cos x

y = (2 sin x) = 2cosx …( 答 ) y = ( cos x) = ( sinx) = sinx …( 答 )

(3) y = sin(3x + 2) (4) y = cos 6x

y = {sin (3x + 2)} = 3 cos (3x + 2) …( 答 ) y = (cos 6x) = 6 sin 6x …( 答 )

= 2(x3 5)×3x2

= 6x2(x3 5) = 6x5 30x2

r

y

x

P(rcos ,rsin )

rcos

rsin

A(r, 0)

x2 +y2 = r2

O

(0, r)

  展開してから微分しても同じ結果
になることを確かめてみよう！

113  中心が原点 O ( 0 , 0 )で，半径 r 〔m〕の円周上にある
物体が角速度  〔rad/s〕で等速円運動をしている。物体
の位置が A( r, 0 )から t 秒後の物体の位置を Pとすると
き，次の問いに答えなさい。

(1) の大きさを求めなさい。 (                    ) 〔rad〕

(2) Pの座標を求めなさい。(               ,                )

(3) 物体の速さを求めなさい。(                      ) 〔m/s〕

(4) 周期を求めなさい。  (5) 回転数を求めなさい。

(                      ) 〔s〕 (                     ) 〔Hz〕

114 積の微分法によって，次の関数の導関数を求めなさい。

(1) y = (2x+1)(3x2 +5x+1) (2) y = (x3 +2x)(x2 +1)

y = (                                 ) y = (                                 )

115 合成関数の微分法によって，次の関数の導関数を求めなさい。
(1) y = (x2 +3x+4)4 (2) y = x2 +1

y = (                                            ) y = (                                           )

116 次の関数の導関数を求めなさい。
(1) y = sinx    y = (                       ) (2) y = 3cosx     y = (                         )

(3) y = sin( 7x)    y = (                       ) (4) y = cos( 2x+1)   y = (                         )

(5) y = xcosx    y = (                          ) (6) y = sin3 x    y = (                         )

A(r, 0)
r

y

x

P

O



   一般に，平面上を移動する物体の変位を時間微分すると速度が得られ，速度を時間微
分すると加速度が得られる。

位置ベクトル：r = (x,y)   速度ベクトル：v = dx
dt

,
dy
dt

   加速度ベクトル：a = d2x
dt2 ,

d2y
dt2

右図は原点 Oを中心とする半径 rの円周上を物体が
角速度  で等速円運動する様子を表している。

 等速円運動なので  は正の定数である。

物体が R0 ( r, 0 ) を出発すると，
t秒後に R(rcos t,rsin t)に達する。
よって位置ベクトル r は次のようになる。
r = (rcos t,rsin t)   つまり，r = r(cos t,sin t) …①
r を時間微分すると速度ベクトルが得られ，

(rcos t) = r sin t,  (rsin t) = r cos t

であるので，速度ベクトル vは次のようになる。
v = ( r sin t,r cos t)  つまり，
v = r ( sin t,cos t) …②

vを時間微分すると加速度ベクトルが得られ，

( r sin t) = r 2 cos t

(r cos t) = r 2 sin t

であるので，加速度ベクトル a は次のようになる。
a = ( r 2 cos t, r 2 sin t)   つまり， 
a = r 2 (cos t,sin t) …③
① ,②より，内積 r v を求めると，
r v = r(cos t,sin t) r ( sin t,cos t)

= r2 ( cos tsin t+cos tsin t) = 0
よって，r vとなり，
速度の向きは常に円の接線方向になる。

また①式から，(cos t,sin t) = r
r

これを③式に代入して，

a = r 2 (cos t,sin t) = r 2 r
r

= 2r

つまり，a = 2r となるので，a/ /r  で， a  は r  と

逆向きになる。よって，加速度の向きは常に円の中心方向になる。
また，cos2 t+sin2 t = 1 であることから，

v = r ( sin t,cos t)より，|v| = |r | ( sin t)2 +(cos t)2 = r  

a = r 2 (cos t,sin t)より，|a| = | r 2| (cos t)2 +(sin t)2 = r 2

ここで等速円運動する物体の速さを v，加速度の大きさを aとすると，（つまり |v| = v, |a| = a

とすると）

r

y

x

R(rcos t,rsin t)

R0(r,0)
O

r

t

a

r

y

x
R0(r,0)O

t

a = r 2(cos t, sin t)
R

r

y

x
R0(r,0)O

v = r ( sin t,cos t)

t

R

r

v = r  …④       a = r 2  …⑤

④ ,⑤式より を消去すると，a = r 2 = (r )2

r
= v2

r
より，a = v2

r

117  中心が原点 O( 0 , 0 )で，半径 r 〔m〕の円周上にある物体が角速度  〔rad/s〕で等速円
運動をしている。物体の位置が A( r , 0 )から t秒後の物体の位置を Rとするとき，次の
問いに答えなさい。

(1)  Rの位置にある物体の位置ベクトルを r，速度ベク
トルを v，加速度ベクトルを aとする。微分法を用
いてそれぞれのベクトルを列ベクトルで求めなさい。
ただし，には各成分の共通因数が入るものとする。
また，速度と加速度の向きを図 1に書き込みなさい。

r =  

v =      a =  

(2)  (1) より，この等速円運動をする物体の速さ v 〔m/s〕と加速度の大きさ a 〔m/s2〕を rと  
の式で表しなさい。

v = (                     )  a = (                     )

(3) 加速度の大きさ aを rと vの式で表しなさい。 a = (                     )

118  ある物体が半径 r 〔m〕の円周上を回転数 n 〔Hz〕で等速円運動している。この物体の角
速度  〔rad/s〕，速さ v 〔m/s〕，加速度の大きさ a 〔m/s2〕を求めなさい。

= (　　            　) 〔rad/s〕   v = (                  ) 〔m/s〕   a = (                  ) 〔m/s2〕

v = r  速度の向き：円の接線方向

a = r 2 = v2

r
 加速度の向き：円の中心方向

  等速円運動の加速度は速さと半径だ
けで表すことができることを覚えて
おこう。

A(r, 0)
r x 〔m〕

R

O

y 〔m〕図 1



 右図は，長さ rの糸につながれた質量mの小球
が滑らかな床の上を速さ vで等速円運動している
様子である。もし運動中に糸を切ると，物体は円
の接線方向に投げ出され，円運動を続けることが
できない。このことから，物体が等速円運動を続
けていられるのは，円の中心方向に力を受けているからだと考えられる。
この中心方向の力を向心力といい，円軌道の中心方向の加速度の大きさを a，角速度を  とす

ると，a = v2

r
= r 2となるので，向心力の大きさ F は次のように表される。

F = m
v2

r
  または   F = mr 2

滑らかな水平面上で点 Oにばねの一端を固定
して，他端に質量mの小球を取りつけた。図
のように，ばねを自然長 Lから xだけ伸ばし
て，小球に対して，ばねに垂直な方向に初速
度 v0を与えて打ち出したところ，小球は半径 
L + x の等速円運動をした。ばね定数は kと
して，次の問いに答えなさい。

(1) 小球の中心方向の運動方程式を書きなさい。

加速度の大きさを a，円軌道の半径を r とすると，

r = L + x　より，a = v2
0

r
= v2

0
L + x

小球が中心方向に受ける力は kx だけである

ので，運動方程式は，m
v2

0
L + x

= kx …( 答 )

(2)  2次方程式の解の公式を利用して，(1)の
式を xについて解きなさい。

m
v2

0
L + x

= kxの両辺に (L + x) をかけて mv2
0 = (L + x)kx

式を整理すると，kx2 + kLx mv2
0 = 0

2次方程式の解の公式より，x = kL± k2L2 + 4kmv2
0

2k

x > 0であるので，x =
kL+ k2L2 + 4kmv2

0
2k

 …( 答 )

v

向心力

v0O

O

v0

L+x

 フックの法則：F = kx

k：ばね定数　x：ばねの伸び

 導出物理基礎 5章「フックの法則」参照

等速円運動をしている物体の円軌道の中心方向の運動方程式の立て方

 m
v2

r
= f1 +f2 +f3 +     または    mr 2 = f1 +f2 +f3 +

 円軌道の中心方向を正とする    f1, f2, f3…は中心方向にはたらく力

119  質量 0.20 kgの小球をつけた長さ 0.30 mの糸
の端を固定して，滑らかな水平面上で回転数
2.0 Hzで回転させた。小球の加速度の大きさ 
a 〔m/s2〕と糸の張力の大きさ S 〔N〕はそれ
ぞれいくらか。 = 3.14 として有効数字 2桁
で答えなさい。

a = (                      ) m/s2     S = (                      ) N

120  自然の長さが L 〔m〕のばねの先に質量 m 〔kg〕
の小さなおもりをつけ，反対側を回転軸にとり
つける。おもりは水平におかれた円板の上の，
半径に沿った滑らかな溝の中におかれていて，
円板の回転にあわせて回転する。この円板を角
速度  〔rad/s〕で回転させると，ばねは x だけ
伸びた。このとき，次の問いに答えなさい。

(1) このときのおもりの周期，回転数，速さを求めなさい。

  周期：(                  ) 〔s〕   回転数：(                  ) 〔Hz〕　速さ：(                         ) 〔m/s〕

(2) おもりが受けている向心力の大きさを求めなさい。 (                           ) 〔N〕

(3) ばね定数を求めなさい。(                            ) 〔N/m〕

回転軸



 円運動や楕円運動では，図 1のよ
うに角度方向と動径方向に分けて運
動方程式を立てることが多い。
 図 2は非等速円運動の様子であり，
動径方向と角度方向の両方に力がは
たらくことで非等速円運動になる。
それぞれの力の向きに加速度が生じ
るため，実際の加速度は点Oの向
きにならない。
 ただし，円運動をする物体の速さ v (= |v|) と動径方向の加速度の大きさ ar(= |ar|) は，等速
円運動の場合と同様に，次のような式になる。

  高校物理では角度方向の運動方程式を立
てることはほぼなく，動径方向の運動方
程式とエネルギー保存則の式を立てて問
題を解くことがほとんどである。

以下は上式の導出であるが，合成関数の微分法や積の微分法を詳しく学んでいない場合は読み
飛ばして，とりあえず結論だけを覚えておくこと。 「積の微分法」「合成関数の微分法」は p82参照

 右図のように，ある物体が R0 を出発し，t秒後
に点 Rに達したとする。そして R0OR = (t)
として，Rの位置ベクトル r  を考える。
 ここで t における平均の角速度は，

=
t

= (t+ t) (t)
t

 

であるので，時刻 t における瞬間の角速度は，

= lim
t → 0

(t+ t) (t)
t

= (t) …①

つまり，角速度  は角 (t) を時間微分して得られる。

 導関数の定義式は p12「接線の傾きと導関数」参照

 また，Rの座標は R(rcos (t),rsin (t)) であるから，位置ベクトル r  は次のようになる。

r = r
cos (t)
sin (t)  …②

この r  を時間微分すると速度ベクトルが得られる。

{cos (t)} = (t)sin (t)       
★合成関数の微分法

{sin (t)} = (t)cos (t)

であるので，速度ベクトル v は次のようになる。

v = r
(t)sin (t)

(t)cos (t)  …③

ここで，③に①を代入すると，次の式が得られる。

r

y

x
R0(r,0)O

(t)

R(rcos (t),rsin (t))

v = r       ar = r 2 = v2

r
 ar は動径方向の加速度の大きさ
 角速度  は定数ではなく時刻 t の関数

★合成関数の微分法
df
dt

= df
du

du
dt
より

cosu(t) = u (t)sinu(t)
sinu(t) = u (t)cosu(t)
位置：r = (x,y)

速度：v = dx
dt

,
dy
dt

加速度：a = d2x
dt2 ,

d2y
dt2

r

y

x
R0(r,0)O

ar

a

a

減速

ar

a

a

加速
図2

O x

ar

動径方向
a

角度方向
y

図1

ar：動径方向の加速度
a ：角度方向の加速度
a = ar +a ：実際の加速度

v = r
sin (t)

cos (t)
= r

sin (t)
cos (t) …④

よって，|v| = |r | { sin (t)}2 +{cos (t)}2 = r   ( v = |v|とすれば，v = r となる ) 
また，② , ④より，

r v = r
cos (t)
sin (t)

r
sin (t)

cos (t)
= r2 { cos (t)sin (t)+cos (t)sin (t)} = 0

よって，v r  となり，v は円の接線方向のベクトルであることがわかる。
さらに，速度 v を時間微分すると加速度 a が得られるので，①式の (t) =  に注意して③式
のカッコ内の各成分を微分すると， 

(t)sin (t)  ★積の微分法

= (t)sin (t) (t)
2 cos (t) 

= (t)sin (t) 2 cos (t)

(t)cos (t)   ★積の微分法

= (t)cos (t) (t)
2 sin (t)

= (t)cos (t) 2 sin (t)　

よって，加速度  a は次のようになる。

a = r
(t)sin (t) 2 cos (t)

(t)cos (t) 2 sin (t)
= r (t) sin (t)

cos (t)
r 2 cos (t)

sin (t)

④より r
sin (t)

cos (t)
= 1

v，②より r
cos (t)
sin (t) = r  

であるので，a = 1 (t)v 2r    となる。

 1 (t)vは接点を Rとする円の接線方向のベ

クトルで※注 1， 2 > 0より 2r  は Rを始点
とする原点方向のベクトルである※注2。

つまり，at = 1 (t)v，ac = 2r  となる。よって，

|ac| = | 2r| = | r| 2 = |r| 2 = r 2 = (r )2

r
= v2

r
※注3

以上のことから， 非等速円運動でも次の式が成り立つ。

 v = r  ，|ac| = ac = v2

r
 

   v は接線方向のベクトルであるので， 1 (t)vも接線方向のベクトルである。

   r は原点から物体への向きなので， 2r  は物体から原点向きである。

  位置ベクトル r  の大きさは常に円軌道の半径 r である。

   角  の増加量は回転が左回りであるときを通常正とする。よって角速度 = d
dt

 につ
いては，回転が右回りであるとき  の増加量が負となり， < 0となる。従って右回り
の回転も考慮した場合は，v = r| |となる。

★積の微分法
{f(x)g(x)} = f (x)g(x)+f(x)g (x)

at = 1 (t)v

r

y

x
R0(r,0)O

ac = 2r

a

R



 運動の三法則は，慣性の法則（第 1法則），運動の法則（第 2法則），作用・反作用の法則（第
3法則）であった。このうちの慣性の法則は次のような内容であった。 
 物体に外部から力がはたらかないとき，または，はたらいていてもその合力が 0であるとき，
静止している物体は静止し続け，運動している物体はそのまま等速直線運動を続ける。
 ここで，電車の中にいる人が座標軸をとり，電車の中の物体の運動を観察した場合について考
える。電車が静止または等速直線運動をしているときは，電車の中で静止している物体は静止
し続け，運動している物体はそのまま等速直線運動を続ける。このような慣性の法則が成り立
つ立場（座標系）を慣性系という。
 一方，電車がカーブしながら走っていたり，加速や減速をしていたりすると，静止している物
体は静止し続けることができない。このような慣性の法則が成り立たない立場（座標系）を非
慣性系という。

 右図からもわかるように，速さが一定でもカーブしな
     がら移動すれば，加速度が生じることを理解しよう！

 図のように，a 〔m/s2〕の加速度で
直線運動している電車の中の，糸で
吊るされた小球を考える。小球の質
量は m 〔kg〕，糸の張力は T 〔N〕で，
糸は鉛直方向から  だけ傾いている
ものとする。

 Aのような地面に立っている立場 (慣性系 )では，小球は電車の加速度と同じ a 〔m/s2〕で加
速しているように見えるが，Bのような電車に乗っている立場 (非慣性系 )では，小球は静止
しているように見える。ただし，糸が傾いているので，小球には電車の加速度の向きとは逆向
きに力がはたらいているように見える。この見かけの力を慣性力といい，Bの立場のような非
慣性系で運動方程式を立てる場合，実際の力だけでは成り立たず，次の慣性力を考える必要が
ある。

 重力加速度の大きさを gとする

慣性系で運動方程式を立てると…

水平方向：ma = Tsin
鉛直方向：m 0 = Tcos mg

非慣性系で運動方程式を立てると…

水平方向：m 0 = Tsin ma

鉛直方向：m 0 = Tcos mg

ma

慣性力

非慣性系だと
小球は止まって
見える

慣性系だと小球は
aで加速している
ように見える

a

A
B

Tcos

Tcos

T

Tsin
mg

T

Tsin
mg

ma

a

a

慣性力

v

v

v

v
v a = v

t
= v v

t

加速度 a で加速している座標系では，質量mの物体に慣性力 ma がはたらく

同じ結果
になる

A 〔m/s2〕の加速度で上昇中のエレベーター内に質量 m 〔kg〕のおもりが糸で吊るされてい
る。重力加速度の大きさを g 〔m/s2〕として，次の問いに答えなさい。 

(1) 糸の張力 Tを求めなさい。

鉛直方向の運動方程式（上向きを正）は，

慣 性 系 ： mA = T mg

非慣性系：m 0 = T mg mA

いずれを解いても，T = m (A + g) …( 答 )
(2)  エレベーターの床からおもりまでの高さを h 〔m〕とする。糸を切ったとき，おもりが床
に達するまでの落下時間 t 〔s〕はいくらか。  

慣性系で考えると，おもりと床の両方が動くため，動きを追うこ
とが難しくなる。このようなときは非慣性系で考える。非慣性系
でのおもりの加速度を aとすると，鉛直方向についての運動方程
式は，鉛直上向きを正とすると，ma = mg + ( mA)   よって，
a = (g + A) …①
おもりは自由落下するので，①を自由落下の公式に代入すると，

h = 1
2 (g + A) t2　これを t について解くと，t = 2h

g + A
 …( 答 ) 

121  a 〔m/s2〕の加速度で水平な直線線路上を走行して
いる電車の中で，図のように天井から糸で吊りさげ
られた質量 m 〔kg〕のおもりを観測すると，糸は
鉛直方向から  〔rad〕だけ傾いていた。吊るされ
たおもりの床からの高さを h 〔m〕，重力加速度の大
きさを g 〔m/s2〕として，次の問いに答えなさい。

(1) 糸の張力 Sの大きさを，  を用いずm, a, gだけで表しなさい。  S = (                     ) 〔N〕

(2) tan  を a, g の式で表しなさい。 tan = (                        )

(3)  物体に吊るされている糸を切るとき，糸が切れてか
ら t秒後の，観測者から見た水平方向の速さ vx 〔m/s〕
と，鉛直方向の速さ vy 〔m/s〕を求めなさい。

　vx =(                  ) 〔m/s〕  vy = (                    ) 〔m/s〕

(4)  物体に吊るされている糸を切るとき，物体が床に落下するまでの水平距離 x 〔m〕を求めな
さい。

x = (                     ) 〔m〕

【慣性系】 【非慣性系】

T

mg

A T

mg

A
mA

mg
A

mA

h

a

h

a

x



 円板の中心Oから r 〔m〕の位置に質量 m 〔kg〕
の物体が置かれている。この円板を一定の角速
度  〔rad/s〕で回転させても物体は円板上を
滑ることなく等速円運動したとする。
 このとき円板と物体との間の静止摩擦力を R

とすると，地上での慣性系における中心 Oの向
きの運動方程式は次のようになる。

     慣性系：mr 2 = R

 円板上での非慣性系では，物体は静止している
ように見える。このとき物体は中心 Oから遠ざ
かる向きの慣性力 mr 2 がはたらく。この慣
性力を遠心力といい，この非慣性系における中
心 Oの向きの運動方程式は次のようになる。

   非慣性系：m 0 = R mr 2　　  つり合いの式：R = mr 2 としてもよい

 糸の一端を天井に固定し，他端におもりをつけて，水平面内で等速円運動させる装置を円錐振
り子という。

図のような円錐振り子の，糸と鉛直線との成す角を ，
糸の長さを l，重力加速度の大きさを g として，おもり
の周期 T を求めなさい。

 慣性系ではおもりは等速円運動をしているが，非
慣性系 ( おもりのそばで同じ等速円運動をしている
人の立場 ) では物体は静止しているように見える。
円軌道の半径を r，おもりの質量をm，角速度を ，
糸の張力を Sとする。非慣性系で，つり合いの式を
立てると，

r = l sin  …①      T = 2  …②　

水平方向のつり合いの式：S sin = mr 2 …③

 慣性系での運動方程式：mr 2 = S sin

鉛直方向のつり合いの式：S cos = mg …④  
③ ,④の辺々を割ると，
sin
cos = r 2

g
　これに①式を代入して r を消去すると， 

sin
cos = l 2 sin

g
より， 1

cos = l 2

g
   よって，

= g

l cos     これを②に代入して， T = 2 l cos
g

 … ( 答 )

同じ角速度で
円運動すると，
おもりは止ま
って見える！

慣性系だと物体
は回転している
ように見える角速度  

摩擦力 R

O

非慣性系だと物
体は静止してい
るように見える

遠心力mr 2

角速度 

摩擦力 R
O

 向心力（ mr 2 ）は摩擦力 Rと等しい！

 物体は静止して見えるため，
     向心力（中心）という概念はなくなる。

S
Scos

Ssin

mg

mr 2

(遠心力 )

l

122  円板の中心から r 〔m〕の位置に質量 m 〔kg〕の物体がある。
円板を静かに回転させて，徐々に回転数を増やすとき，物体
が円板に対して滑り出す直前の角速度 0 〔rad〕を求めなさい。
ただし，物体と円板との間の静止摩擦係数を ，重力加速度の
大きさを g 〔m/s2〕とする。

0 = (                       ) 〔rad/s〕

123  水平面上で周期 T の等速円運動をしている小球にはたらく向心力の大きさは F であっ
た。この小球に同じ半径で周期 2T の等速円運動をさせるとき，向心力の大きさは F の
何倍か。次から記号で選択しなさい。  (            )

ア .  1
4       イ .  1

3       ウ .  1
2       エ .  2      オ .  3      カ .  4

124  長さ l 〔m〕の糸に m 〔kg〕の小球をつけ，水平面内
で等速円運動をさせた。このとき，糸が鉛直線と成す
角は 60°になった。重力加速度の大きさを g 〔m/s2〕
として次の問いに答えなさい。

(1) 糸の張力の大きさ Sを求めなさい。 S = (                     ) 〔N〕

(2) 円運動の角速度の大きさ  を求めなさい。 (3) 小球の速さ vを求めなさい。
= (                       ) 〔rad/s〕 v = (                        ) 〔m/s〕

(4) 円運動の周期 Tを求めなさい。(  は文字としてそのまま用いるものとする )

T = (                        ) 〔s〕

60° l



章　　　末　　　問　　　題

129  2.0 kgの物体が，半径 2.0 mの円周上を一定の速さで運動し，4.0 sで 1回転した。次の
問いに答えなさい。ただし，有効数字は 2桁で答えること。

(1) この円運動の回転数 n 〔1/s〕を求めなさい。 (                       ) 1/s

(2) 回転の角速度  〔rad/s〕を求めなさい。(                       ) rad/s

(3) 円周上を動く物体の速さ v 〔m/s〕を求めなさい。 (                       ) m/s

(4) 円の中心方向の加速度の大きさ a 〔m/s2〕を求めなさい。(                       ) m/s2

(5) 向心力 F 〔N〕の大きさを求めなさい。(                        ) N

130  図のように，地面に垂直に立てられた柱の先端に，質
量 m 〔kg〕の小球が取り付けられている。柱を回転さ
せて角速度が  〔rad/s〕になったとき，ばねは自然
長から x 〔m〕だけ伸び，柱とばねの成す角は  〔rad〕
になったとする。ばねの自然長を l 〔m〕，ばね定数を 
k 〔N/m〕，重力加速度の大きさを g 〔m/s2〕として，
次の空欄に適切な式や値を埋めなさい。

非慣性系で小球の水平方向と鉛直方向のつり合いの式を立
てると，次のようになる。

水平方向：kxsin =ア .(                             ) …① 

鉛直方向：kxcos =イ . (                            ) …②

①式より xについて解くと，x =ウ .(                         ) …③

②式より cos  について解くと，cos =エ .(                         ) …④ となる。

③式より，柱の角速度  がオ .(                      ) に近づくと，ばねの伸びは急激に大きくなる。

さらに，このとき④式より，  はカ .(                      ) 〔rad〕に近づくことがわかる。

③式を考えると，  が ( オ ) に近づくと，ばねの伸びは無限に大きくなることになるが，伸び

は有限であるため実現はしない。角速度  が ( オ ) に近づき，伸びが急激に大きくなると，や

がて伸びは限界に達する。その後さらに  を大きくしてもキ .(                      ) の法則が成り

立たなくなるので，①式や②式が成り立たなくなり，軌道半径がほとんど変わらず小球は加速

していくことになる。

x+l

m

131  図のように傾斜角  〔rad〕の滑らかな斜面を
もつ台車が水平面上に置かれている。斜面上の
頂点に糸の一端をつけて，他端に質量 m 〔kg〕
の物体をつなぎ，斜面上に置く。台車に力を加
え，a 〔m/s2〕 (a > 0)で右向きに加速させると，
物体は斜面に対して静止したままであった。重
力加速度の大きさを g 〔m/s2〕として，次の問
いに答えなさい。

(1) このときの糸の張力の大きさを求めなさい。

(                      ) 〔N〕

(2)  加速度の大きさ a がある値 a0 を超えると，物体が斜面上向きに滑り始めた。a0 を求めな
さい。

(                       ) 〔m/s2〕

132  図のように回転する円筒形の乗り物に人が乗って
いる。回転軸から人までの距離が R 〔m〕で，回
転数が n 〔Hz〕のとき，部屋とともに回転する人
は壁に押し付けられるような力を感じる。重力加
速度の大きさを g 〔m/s2〕として，次の問いに答
えなさい。

(1) 人の質量を m 〔kg〕とすると，この力の大きさはいくらか。

(                      ) 〔N〕

(2)  壁と人の間の静止摩擦係数を  とすると，回転数がいく
ら以上になったとき，床がなくても壁に押し付けられた
人が滑り落ちなくなるか。

 (                     ) 〔Hz〕

133  図のように高さが h 〔m〕の点 Aで質量 
m 〔kg〕の小球を静かに放し，中心 O，
半径 R 〔m〕の鉛直面内の円軌道を 1周
させる。重力加速度の大きさを g 〔m/s2〕
とし，摩擦や空気抵抗は無視できるもの
として，次の問いに答えなさい。

(1)  小球が円軌道の最下点 Bを通過する直前と直後に軌道から受ける力の大きさをそれぞれ求
めなさい。

 直前：(                     ) 〔N〕　直後：(                      ) 〔N〕

(2)  小球が途中で落ちることなく円軌道を１周するためには，点 Aの高さをいくら以上にしな
ければならないか。

(                     ) 〔m〕

a
m

R

回転軸

A

B

O

R
h

下に滑り
落ちない




